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Ce chapitre est la prolongation du chapitre du cours ELEC0014 traitant de la machine synchrone.

Un modéle plus détaillé est considéré. Il est abondamment utilisé dans les études dynamiques. 11
inclut effet des amortisseurs et s’applique aussi bien aux machines a rotor lisse qu’a celles a
poles saillants.

Ce modele repose sur la transformation de Park, utilisée aussi dans I’analyse d’autres composants
de réseaux.

1 Modélisation au moyen de circuits magnétiquement couplés

Nous allons représenter la machine synchrone par un certain nombre d’enroulements, magnétique-
ment couplés, dont certains sont en mouvement.

Le modele électrique d’une machine synchrone ne dépend pas du nombre p de paires de poles
qu’elle comporte (évidemment les valeurs de certains parametres changent avec p, p.ex. le mo-
ment d’inertie et I’énergie cinétique des masses tournantes). Pour des raisons de simplicité, nous
considérerons donc une machine a une seule paire de poles (p = 1).

1.1 Signification des enroulements

La machine idéalisée que nous allons étudier est représentée a la figure 1. Le stator est muni de
trois enroulements repérés a, b et ¢, décalés de 120 degrés. Le rotor comporte un certain nombre
d’enroulements équivalents, répartis selon deux axes : [’axe direct qui coincide avec celui de I’en-
roulement d’excitation et [’axe en quadrature, perpendiculaire au précédent. Nous placons arbi-
trairement I’axe en quadrature en retard sur I’axe direct par rapport au sens de rotation.

Nous avons donné au rotor une forme en poles saillants mais les développements qui suivent s’ ap-
pliquent également a une machine a rotor lisse. Pour celle-ci, il suffit de considérer que le rotor
présente une parfaite symétrie de révolution.

Le nombre d’enroulements rotoriques caractérise le degré de raffinement du modele. Toutefois, il
ne faut pas perdre de vue qu’un modele plus sophistiqué requiert davantage de données pour tous
les parametres qui y interviennent et que le gain est marginal si les données ne sont pas fiables.
Cette remarque prend tout son sens si ’on considere qu’en pratique seul le circuit d’excitation
est accessible aux instruments de mesure. Les parametres (résistances, inductances, . ..) des autres
circuits sont déterminés de maniere indirecte (p.ex. réponse de la machine lors d’un essai en court-
circuit, réponse en fréquence, identification par calcul numérique).

Compte tenu de ces considérations, le modele le plus répandu pour la machine synchrone est ce-
lui a quatre ou trois enroulements rotoriques. L.’axe direct comporte 1’enroulement d’excitation,
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FIGURE 1 — machine synchrone idéalisée

désigné par f ! et un circuit équivalent désigné par d; 2. Ce dernier représente 1’effet des amortis-
seurs. L’axe en quadrature comporte deux enroulements, désignés par ¢; et ¢» >. L'un représente
I’effet des courants de Foucault induits dans la masse du rotor, 1’autre tient compte des amortis-
seurs. Toutefois, dans les machines a pdles saillants, le rotor est généralement constitué de tdles et
les courants de Foucault sont négligeables. Pour ces machines, on ne considere donc qu’un seul
enroulement (g2) dans 1’axe en quadrature.

Les développements qui suivent s’appliquent au cas général d’une machine a quatre enroulements
rotoriques. Le modele a trois enroulements s’en déduit par des simplifications assez évidentes.

Notons enfin que I’enroulement d’excitation est soumis a une tension vy tandis que les circuits
dy, q1 et g sont court-circuités en permanence.

1.2 Relations tensions-courants-flux

Comme nous nous intéressons principalement a des générateurs, nous adoptons la convention
générateur dans chaque enroulement statorique. En revanche, étant donné qu’on fournit de la puis-
sance a I’enroulement d’excitation, nous y adoptons la convention moteur. Rappelons que ces
choix sont arbitraires ; leur mérite est de conduire a des puissances positives pour un générateur en
régime établi.

Pour les enroulements statoriques, on a :

di,
dt

Va(t) = —Rgia(t) —

1. “f” pour “field winding” en anglais
2. “d” pour “direct”
3. “q” pour “quadrature”



STATOR

Ub(t> = —Raib(t> — d;ib
dip.
ve(t) = —Rygic(t) — ;/;

ou R, est la résistance d’une des phases et ¥ le flux fotal embrassé par I’enroulement considéré.

Ces relations s’écrivent sous forme matricielle :
R d "
vr=—Rrip — —
T Tl = YT
ou I’indice T" désigne des grandeurs triphasées et ot I’on a posé Ry = diag(R, R, R.).

Pour les enroulements rotoriques on a de méme :

vs(t) = Rfif(t)+ddzif
0 = Rdlzdl(t)erj:l
0 = ququ(t)+d§t‘11
0 = ngz'qg(t)judgf

et sous forme matricielle : p
v = Rrir + =Y,
dt¢

ou I’indice r désigne des grandeurs rotoriques et o I’'on a posé R, = diag(R; R4, R, Ry,).

ey
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3)
)
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1.3 Inductances

Les équations ci-dessus sont tout-a-fait générales ; en particulier, aucune hypothese n’est faite sur
les propriétés du milieu magnétique. Dans ce cours, nous nous limitons toutefois au régime linéaire
et négligeons la saturation du matériau magnétique.

Sous cette hypothese flux et courants sont liés par :

-l =[] .

dans laquelle 6, est la position angulaire du rotor, définie par convention comme 1’angle entre 1’axe
direct du rotor et I’axe de la phase a (voir figures 1 et 2).

Les matrices d’inductances Lpr et Ly, dépendent de la position du rotor. Ce n’est pas le cas de
la matrice L, étant donné que, vu du rotor, le stator se présente toujours de la méme manicre,
quelle que soit la position du rotor (on néglige ici I’effet des encoches dans lesquelles sont logés
les conducteurs).

Les composantes de Lr7(6,) et L1,.(6,) sont évidemment des fonctions périodiques. Développées
en série de Fourier, celles-ci comportent, en principe, des harmoniques spatiaux. Comme men-
tionné a dans le cours ELEC0014, on s’arrange en pratique pour rendre ces harmoniques aussi
faibles que possible. Nous les négligerons donc, ce qui conduit au modele de machine sinusoidale
dans lequel les matrices d’inductances prennent la forme suivante :

Lo+ Ly cos 20, —Ly, — Lycos2(0, + %) —Lp — Licos2(0, — %)

Lyr(0,) = | —Lm — Licos2(0, + %) Lo+ Lycos2(6, — %”) —Ly, — Lyicos2(6, + 5)
| —Ly— Licos2(0, — %) —Ly — Licos2(0, + %) Lo+ Lycos2(6, + %) &

L,fcos0, Loa1 cos B, Log1 sin 6, Logosin 6,
Ly, (0,) = | Lqyscos(6, — %”) L1 cos(0, — %’r) Lg1sin(6, — 27”) Lo sin(6, — %’T) 9)
| Ly cos(6, + 2{) Laq1 cos(6, + 2{) Leogi sin(0, + %’r) Lago sin(0, + %’r)
Lyy Lig 0 0

L. — Lign Laign 0 0 (10)

0 0 quql Lq1q2
0 0 Lq1q2 Lq2q2

Dans ces expressions, toutes les constantes L sont positives, les signes — adéquats ayant été intro-

duits. Partant de la figure 1, ces différentes expressions se justifient comme suit :

e la self-inductance de la phase statorique a est maximale quand I’axe direct coincide avec 1’axe
de cette phase (6, = 0). En effet, les lignes de champ (cf cours ELEC0014) trouvent alors le
chemin maximal dans le matériau ferromagnétique. Pour la méme raison, la self-inductance est
minimale quand 1’axe en quadrature coincide avec 1’axe de la phase a (6, = 7/2). Par ailleurs,
un retournement de 180 degrés du rotor ne modifie pas cette self-inductance ;

e les self-inductances des phases b et ¢ se déduisent de celle de la phase a en remplagant 6, par
0, +2m/3;



e I’inductance mutuelle entre deux phases statoriques est maximale quand I’axe direct coincide
avec la bissectrice de I’angle aigu formé par leurs axes. Cette inductance mutuelle est toujours
négative car un courant positif 7, crée dans la phase y un flux de sens opposé a celui créé par
un courant 7, positif. Ici encore, un retournement du rotor de 180 degrés ne modifie pas cette
inductance mutuelle

e I’inductance mutuelle entre un enroulement statorique et un enroulement rotorique est maximale
quand ces enroulements sont coaxiaux et nulle quand il sont perpendiculaires. Un retournement
de 180 degrés du rotor change le signe du couplage ;

e le caractere constant des termes de la matrice L, a déja été justifié ;

e les termes nuls de la matrice L, se justifient par le fait que les enroulements sont perpendicu-
laires.

De toute évidence, une substitution de ces expressions dans les relations (1, 6) serait tres fasti-

dieuse, a cause de la dépendance angulaire. Ceci justifie le recours a de nouvelles variables, plus

appropriées que les grandeurs de phase ,, v,, . . . Ce changement de variables indispensable est la
transformation de Park*.

2 Transformation et équations de Park

2.1 La transformation de Park

La transformation de Park est définie par une matrice P qui s’applique aux grandeurs statoriques
pour donner les grandeurs de Park correspondantes, de la maniere suivante :

vp = Pvr (11)
Yp = Py (12)
tp = Pir (13)
5 [ cos 0, cos(f, —2) cos(, + &)
ol P = \/; siriH,, sin(GTl— ) Sin(9r1+ ) (14)
V2 V2 V2

Les grandeurs vectorielles de Park sont repérées par I’indice P tandis que les composantes indivi-
duelles sont désignées par les indices d, q, 0 :

T
vp = [Ud Vg vo}
T
Yp = [wd Vg 1/10}
T
ip = |da iq o |
On montre aisément que :
PP =1

4. du nom de son auteur. La transformation utilisée ici est une variante de celle proposée originellement par Park.
Elle est plus simple, conserve les puissances et la symétrie des matrices d’inductance. Certains auteurs font référence
a Blondel plutot qu’a Park



ou I est la matrice unité. Il en résulte que :
pl=P" (15)
La matrice de transformation P est donc orthogonale.

La transformation des variables 7" en variables P recoit I’interprétation suivante.

Le courant ¢, qui parcourt la phase a crée un champ magnétique d’amplitude k7, dirigé selon 1’axe
de la bobine a. De mé€me, les champs créés par les courants ¢, et 7. sont dirigés selon les axes des
enroulements b et c. La projection sur I’axe d du champ total vaut :

2 4 3
k (cos 0, iq + cos(f, — —W) ip + cos(6, — I) @’C> — \/7%[
3 3 2
et la projection sur I’axe q :

: : : 27 : 47 3.
k (sm 0, iq + sin(0, — —) i, + sin(6, — —) zc> = k([ =i,
3 3 2
Considérons a présent deux enroulements fictifs d et ¢, situés respectivement sur 1’axe direct et sur
I’axe en quadrature (et tournant donc avec le rotor). Le courant ¢, produit un champ magnétique
dirigé selon I’axe d et d’amplitude k'i4 tandis que le courant ¢, produit un champ d’amplitude %'i,

et dirigé selon I’axe ¢. Les relations ci-dessus montrent qu’a condition d’admettre que &’ = k/3/2,
les enroulements fictifs d et ¢, solidaires du rotor, produisent le méme effet que les enroulements
statoriques a, b et c.

On peut également considérer un enroulement fictif o, qui n’est pas couplé aux deux autres. Notons
au passage que cet enroulement n’est parcouru par un courant qu’en cas de régime déséquilibré.

Apres application de la transformation de Park, les enroulements de la machine synchrone sont
ceux représentés a la figure 3.

axe ¢

FIGURE 3 — enroulements de la machine synchrone apres transformation de Park (o non montré)



2.2 Equations de Park de la machine synchrone

Partant de (1), on a successivement :

—1
P Up
Vp

Up

avec

. d
—Rpir — %Q/JT
d

—RIP 14— =
RaP p di

. d_ . d
~R.PPVip =P (L P )b — PP by

(P~ ¢p)

o d
~Rpip—0,Ppp — —9br

Rp = Ry

P = | -1

P est un opérateur de rotation de 90 degrés dans le plan (d, q).

(16)

Rappelons que la transformation de Park ne s’applique qu’au stator. Le rotor reste décrit par

I’équation (6).

En détaillant (16), on trouve aisément les équations de Park :

. : d
Vg = _Razd - gr'lvz)q - ;Dtd
. d
vy = —Ryiq+6ibg — ;ﬁq
. di,
o — _Ra o
v 1 dt

17)
(18)

(19)

dans lesquelles les termes du type 9}1# sont appelés forces électromotrices de rotation et les
termes en dv/dt forces électromotrices de transformation.

2.3 Matrice des inductances de Park

Partant de (7), on a successivement :

|

P~lepp |

8

Yr | _ [ Ler Lo | [ ir

77b7’ ] L Lqu er iT
. [ Lyr Lo, P~ lip

1 B L L%:r LTT’ i

Vp ] _ | PLyrP! PLr,

P, ] B I L%Pfl L,

ip
i,

|



Posons

PLyrP~' PLyp, | Lpp Lp,
L%rp_l er N LTP er

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cette matrice prend la forme simple suivante :

Lag Ldf Laq
qu qul qu?
Lo Lp, Loo
[ L , L ] = Ldf Lff Lfd1 (20)
" " Laa Liai Laia
qul quql Lq1q2
L qu2 Lq1q2 Lq2q2 ]
ou I’on a posé :
3
Lsgg = Lo+ Ly + §L1

3
qu - LO + Lm - 5[/1

Ly = ;)Laf
Lan = |/ La
Lip = {3 Len
Lup = /o La

Lo, = Lo—2L,

La matrice (20) est la matrice des inductances de Park. Contrairement a ceux de (7), ses termes
sont tous indépendants de la position 6, du rotor. Ce résultat était prévisible dans la mesure ou,
contrairement aux enroulements d’origine, les enroulements d, f, dy, ¢, q; et go sont tous fixes les
uns par rapport aux autres (cf figure 3).

Par ailleurs, les enroulements se répartissent en deux groupes entre lesquels les inductances mu-
tuelles sont nulles : d, f, d; d’une part et ¢, q1, go d’autre part. Ce résultat était également prévisible
puisque les axes d et ¢ sont perpendiculaires et que deux bobines d’axes perpendiculaires ont une
inductance mutuelle nulle.

Abandonnant le circuit o et regroupant les circuits d, f, d; d’une part et ¢, q1, go d’autre part, les
équations de la machine s’écrivent :

Vd R, iq ér¢q d wd
—Uy = — Rf if - 0 — % 1/)f (21)
0 Ry td1 0 Yar



0 = — qu iql + 0 - 5, wa (22)

{0y Lig Ly  Laga iq

ur = Ly Ly L if (23)

Ya, | | Laat Lyar Laian iq1

Vg Legg  Lgg  Lag iq

wa = qul quql Lq1q2 iql (24)
L ¢q2 J L qu2 Lq1q2 Lq2q2 iq?

3 Energie, puissance et couple

3.1 Expression du couple électromagnétique

Nous allons a présent établir I’expression du couple électromagnétique 7, en utilisant les équations
(17-19) et en exprimant le bilan de puissance du stator et du rotor, respectivement.

Le bilan de puissance au stator de la machine s’écrit :

dWms
pr+Dpys + 7 = Pros (25)

ou pr la puissance instantanée sortant du stator, py, les pertes Joule statoriques, W, 1’énergie
magnétique emmagasinée dans les enroulements statoriques et p,_,, la puissance transférée du
rotor au stator. A ce stade, nous ne connaissons pas encore la nature de p,_, s (puissance mécanique
et/ou électrique ?).

La puissance instantanée sortant du stator vaut :
. . . T T T- Te . . .
pr(t) = Vaia + Vpip + Vel = Vpip = VEPP ip = vpip = V4l + Ugiq + Vol

Ce résultat montre que la transformation de Park conserve la puissance : les enroulements (d, g, 0)
produisent la méme puissance que les enroulements statoriques (a, b, ).

En remplacant les tensions par leurs expressions (17-19), I’expression ci-dessus devient :

d d dy. - .
pr(t) = — (Raij + Raiz 4 Rail) — (ia ;id + i, ;ﬁq + 1, dqi )40, (baiy — bgiq)  (26)
brs AW,y /dt

Une comparaison avec (25) fournit directement 1’expression de la puissance transférée du rotor au
stator :

Drss = 0, (Vaiy — yia) (27)
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Considérons a présent le bilan de puissance du rotor :

AW r dw.,
Pm+pf :pJT+7+pr—>s+W

i (28)

ou P, est la puissance mécanique fournie par la turbine, py la puissance électrique fournie a
I’enroulement d’excitation, pj, les pertes Joule rotoriques, W,,, 1’énergie magnétique dans les
enroulements rotoriques et W, 1’énergie cinétique des masses tournantes.

La puissance py vaut py = viy mais comme vg; = Vg1 = Vg2 = 0 on peut encore écrire :

pr = ’Ufif + 'Udlidl + ’Uqliql + Uqgiqg

et en remplacant les tensions par leurs expressions (2-5) :

. . _ oy oAy dba L dbg L dig
pr = (Byij + Rarify + Rovigy + Rpifp) iy = i g
bar AW, /dt

En tenant compte de cette derniere relation et de (27), le bilan de puissance (28) devient simple-

ment :
dw,

P, — = 0, (1aiq — Vqia) (29)

Considérons enfin 1’équation du mouvement du rotor :

d0,

7z
dt?

=T, -1 (30)

ou Z est le moment d’inertie des masses tournantes, 7;,, est le couple mécanique appliqué par
la turbine et 7, est le couple électromagnétique. En multipliant cette derniere équation par 6, on
obtient :

76,0, = 6,T,, — 6, T, (31)

ou encore . dW
c=p,—0,T. 32
o m (32)

ou P, est la puissance mécanique communiquée par la turbine. Une comparaison de cette relation
avec (29) donne directement I’expression (particulierement simple !) du couple électromagnétique :

T, = wdiq - wqid (33)

A posteriori, nous voyons que la puissance transmise du rotor au stator est exclusivement de nature
mécanique.
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3.2 Composantes du couple

En remplacant les flux par leurs expressions tirées de (23, 24), la relation (33) devient :
T. = Lagiaiq + Larifiy + Laaitartqg — Legiqta — Lgqiiqita — Lggatq2ta
On peut distinguer trois composantes dans le couple :
Te1 = (Lad — Lqgg) taiq (34)

Cette composante n’existe que dans une machine a pdles saillants. Elle correspond au fait que,
méme sans excitation (iy = 0), le rotor tend a aligner son axe direct sur le champ magnétique
tournant créé par le stator, ce qui crée un certain couple. Dans cette position, les lignes du champ
statorique passent au maximum dans le milieu ferromagnétique et au minimum dans I’entrefer.
En d’autres termes, le rotor tend a se positionner de maniere a minimiser la reluctance offerte
au champ statorique. 7T,; est appelé couple synchrone reluctant?. 11 est d’autant plus élevé que la
saillance est marquée, c’est-a-dire que Lyq differe fortement de L, ;

TeQ = delidliq - quliqlid - qu27;q2id (35)

Cette composante est nulle en régime €tabli, car tous les courants d’amortisseurs sont nuls, comme
mentionné précédemment. 7. est un couple d’amortissement ;

Tes = Lypipig (36)

Cette composante, la seule dépendant du courant d’excitation, constitue la majeure partie du couple
en régime établi. En régime établi, ¢, est constant et T3 est le couple synchrone dii a I’excitation.
En régime perturbé, une composante dynamique de 7; apparait, du méme type que les courants
d’amortisseurs, et une partie de 7,3 contribue au couple d’amortissement total.

Remarque. Dans le cas d’une machine a p paires de pdles, la vitesse de rotation est 0, /p et la
puissance transmise sous forme de couple est 6,7, /p. Le couple électromagnétique vaut donc :

T = p <¢diq - 7~/)qid) (37)

4 La machine synchrone en régime établi

Apres avoir établi le modele dynamique général, nous considérons le cas particulier d’une ma-
chine :
e dont le stator est parcouru par des courants triphasés équilibrés, de pulsation wy = 27 fy
e dont I’enroulement d’excitation est soumis a une tension continue V; et est parcouru par un
courant continu
Vi

5. ce type de couple est a la base du moteur “a reluctance” utilisé dans les applications de positionnement
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e tournant a la vitesse de synchronisme :
0, =0, +wnt (39)

Pour des raisons déja mentionnées, on a :
Ga1 = ig = ig =0 (40)

4.1 Fonctionnement a vide

Le stator étant ouvert, on a évidemment :

Il en résulte que :

et pour les flux :

Ya Lasiy
Yg = 0
Les équations de Park s’écrivent :
Va — 0
Vg = wN@bd = wNLdfif

En repassant aux grandeurs statoriques par la transformation de Park inverse, on trouve, pour la
phase a par exemple :

2
va(t) = \/;WNLdfif sin(02 + wyt) = V2E, sin(6° + wyt)

Eq _ w NLdfi f

V3
est une force électromotrice proportionnelle au courant d’excitation. C’est aussi la tension appa-
raissant aux bornes de la machine a vide.

(41)

4.2 Fonctionnement en charge

Considérons a présent le régime défini par :

va(t) = V2V cos(wyt + 6)

2
v(t) = V2V cos(wnt + 6 — nill

3)
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ve(t) = V2V cos(wnt + 0 + 21)

3
io(t) = V2Icos(wnt + 1)

i(t) = V2Icos(wnt +1p — 2;)
io(t) = V2Icos(wnt + 1 + 2;)

en plus des équations (38, 39 et 40), toujours d’application. On en déduit successivement :

2 2 2
g = \/;\/5] [cos(6) + wnt) cos(wnt + 1) + cos(b; + wnt — ?ﬂ) cos(wnt + ¢ — ?ﬂ)
2 2
+ cos(07 + wnt + g) cos(wnt + ¢ + g)]
1 o Y 4 o 47
= ﬁ[cos(@, + 2wyt + ) + cos(0° + 2wnt + 1 — ?) + cos(0? + 2wyt + Y + ?)
+3cos(0° — )] = V/3Icos(F? — ) (42)
et par un calcul semblable :
ig = V/3Isin(6° — 1) (43)
o = 0
ve = V3Vcos(6°—0) (44)
v, = V3Vsin(h? —6) (45)
v, = 0

En régime triphasé équilibré, les courants 7, et ¢, sont donc constants. Ce résultat est conforme a
I’interprétation de la transformation de Park. En effet, en régime établi, le champ statorique est fixe
par rapport au rotor. Pour produire un tel champ avec les enroulements fictifs d et g, il faut injecter
dans ces derniers des courants continus.

Les flux dans les enroulements d et ¢ sont également constants et valent :

Ya = Lgqiq+ Laiy
wq = quiq

L’expression (33) montre des lors que le couple électromagnétique est également constant en
régime établi. C’est un avantage supplémentaire important du systeéme triphasé. En effet, au ni-
veau de 1’usure mécanique, on préfere que le couple appliqué au rotor d’'une machine tournante
soit constant, au lieu, par exemple, de présenter une composante alternative.

Les équations de Park (17 -19) s’écrivent :

Vd — —Raid - wNquiq == —Raid - Xqiq (46)
vy = —Raiy+wnLagia+wnLais = —Raiq + Xqiq + V3E, (47)
v, = 0
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La réactance X; = wnLgq (resp. X, = wyLgy,) est appelée réactance synchrone dans I’axe direct
(resp. dans ’axe en quadrature). Ces deux réactances sont des parametres importants de la machine
synchrone. Dans le cas d’une machine a rotor lisse, elles sont égales : Xy = X,.

Notons que la relation (47) fait apparaitre la f.e.m. £, définie a la section précédente.

Montrons a présent que le fonctionnement de la machine peut étre décrit par un diagramme de
phaseur relativement simple.

Etant donné que le rotor de la machine tourne a la vitesse angulaire wyy, il est possible de représenter
sur une méme figure les vecteurs tournants relatifs aux grandeurs sinusoidales et les axes d et g
de la machine, a condition de choisir correctement la référence des angles. Un tel diagramme est
représenté a la figure 4. Cette figure montre le diagramme de phaseur a ¢ = 0. L’axe horizontal
représente a la fois ’axe sur lequel on projette les vecteurs tournants pour retrouver 1’évolution
temporelle des grandeurs sinusoidales et 1’axe par rapport auquel on mesure la position du rotor,
c’est-a-dire I’axe de la phase statorique a. L’angle entre cet axe horizontal et 1’axe direct est donc
la valeur en ¢ = 0 de I’angle 0,., soit 67.

i Xal

axe de la
phase a

FIGURE 4 — diagramme de phaseur de la machine synchrone en régime établi

En introduisant les relations (42-45) dans (46, 47), on obtient :

Vcos(0) —0) = —R,Icos(0) —1)— X, Isin(6) — )

Vsin(0) —0) = —R.,Isin(0;) — )+ X4l cos(by — ) + E,
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier a partir de la figure 4, que ces deux équations sont en
fait les projections sur les axes d et ¢ de I’équation complexe :

E, =V 4+ R, + jXuls+ jX,1, (48)

dans laquelle F, est un vecteur dirigé selon ’axe g et I, (resp. ) est la projection de [ sur I’axe d
(resp. ). On a donc :
E = quj(eé’*%)

q
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— I Zd -nNo
I; = Icos(6 07 = L if
I, = Isin(#° — 07=3) = 'Z—qe]p;z
q ( r ¢) ]\/§
avec : , ,
T=I+1,=(~L - jlayeir (49)

Dans le cas d’une machine a rotor lisse, Xq = X, = X et (48) devient simplement :
E,=V 4+ RJ+jX(Ig+1)=V + R, +jXI (50)

Il y correspond le schéma équivalent de la figure 5. Notons qu’il n’est pas possible de construire
un tel schéma équivalent dans le cas d’une machine a poles saillants.

X R, T
—
E, Vv

O

FIGURE 5 — schéma équivalent d’'une machine a rotor lisse en régime établi

4.3 Puissances

Comme pour le courant, définissons les projections du phaseur V' :

Vi, = Vecos(f — )& = \%eﬁ? (51)
V, = Vsin(6° — Q)ej(e;)*%) =—j \/36]00 (52)

avece . B B B R
V=V+V,= ( —L)ed% (53)

V3 s

La puissance complexe fournie par la machine vaut :

Uq

_ 14 . . ..
S=3VI"=3(—&=—j—F4)(—F=+J —Jvg)(tq+ 71
(f f)(\/— \/g) (va o) (ia + Jiq)

dont on tire directement :

P = vdz’d—i—qu’q (54)
Q = vdz’q—vqid (55)
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Il est fort utile d’établir les expressions des puissances active et réactive en fonction de la tension
V,delaf.e.m. E, etde [’angle interne ) de la machine (cf figure 4). Pour ce faire, nous négligerons
la résistance statorique I7,, qui, en pratique, est tres faible devant X, et X,.

Sous cette hypothese, les équations (46, 47) deviennent :

. . Ud
vg = —Xgig = g ="+

q
Vg = Xgtqg + \/gEq = g =
tandis que I’on tire de la figure 4 et de (51, 52) :

Vg = —V/3Vsind
v, = V3Vcosé

Une substitution de toutes ces relations dans (54, 55) fournit les expressions recherchées :

E)V 3V? 1 1
P = 3 qd Sin(s + T(Yq — Yd) Sin25 (56)
EV sin?§  cos?d
= 342 56 — 3V 57
Q X, cos ( X, + X, ) (57)
qui, dans le cas d’une machine a rotor lisse, deviennent évidemment :
E
P = 3;(‘/ sin (58)
EV V2
Q = 3 )q( COS(5—3Y (59

5 Valeurs nominales, systéme per unit et ordres de grandeur

5.1 Stator

Au stator, une machine synchrone est caractérisée par trois grandeurs nominales :

e la tension nominale Uy. C’est la tension pour laquelle la machine a été congue. Un écart de
quelques pour-cents par rapport a Uy est admissible ;

e le courant nominal /. C’est le courant maximal permanent pour lequel la section des enroule-
ments statoriques a été prévue ;

e la puissance apparente nominale Sy. Il s’agit de la puissance triphasée liée aux grandeurs
précédentes par :

Sy = V3UnIy

La conversion des parametres de la machine en valeurs unitaires se fait comme expliqué dans le

cours ELEC0014. On choisit la puissance de base Sp = Sy et la tension de base Vi = Uy/ V3.
On en déduit le courant de base Ip = Sy /3Vp et 'impédance de base Zp = 3V3/S5.
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Le tableau ci-apres donne les ordres de grandeur des parametres R,, X, et X,, pour des machines
d’une puissance supérieure a 100 MVA. Ces valeurs s’entendent dans la base de la machine, telle
que définie plus haut.

machines a
rotor lisse \ poles saillants
résistance 7, 0.005 pu
réactance dans I’axe direct X || 1.5-2.5pu | 09-1.5pu
réactance dans I’axe en quadrature X, || 1.5-25pu | 0.5-1.1pu

Comme on le sait, apres passage en per unit, le coefficient 3 disparait des formules (56 - 59)
donnant la puissance triphasée.

5.2 Enroulements de Park

Nous avons montré que des grandeurs telles que vq, vy, 14, %4, - . . S€ Tapportent a des enroulements
fictifs d et g solidaires du rotor. On peut également utiliser le systeme per unit dans ces enroule-
ments. A cette fin, nous prenons dans chacun :
e comme puissance de base : Sy, afin de conserver la symétrie de la matrice d’inductance (cf

cours ELEC0014) ;
e comme tension de base : v/3V3, pour la raison expliquée ci-apres
On en déduit le courant de base :

\/_ 3Vp = Vils

expression correspondant a un enroulement monophasé (et non triphasé).

Ce choix permet quelques simplifications confortables des relations établies a la section 4. Ainsi,
par exemple, la relation (42) devient en per unit :

ol VBT )= o
zdpu—\/ng ln cos(0y — ) = I, cos(by — 1)

De méme, les relations (43, 44 et 45) deviennent :

Tgpu L, sin(6; — 1)
Vipu = Vpucos(by —6)
Vgpu = Vpusin(6y —0)

tandis que (49) et (53) s’écrivent a présent :

[_ = I_d + I_q = (id —jiq)ejeiz

R A O

On voit qu’en per unit tous les coefficients /3 disparaissent et que les courants (resp. tensions) de
Park sont directement les projections du vecteur [ (resp. V') sur les axes d et ¢ de la machine.
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5.3 Enroulements rotoriques

Dans les études dynamiques détaillées, on met également en per unit les grandeurs relatives a
chaque enroulement rotorique. Nous ne détaillerons pas ici cette opération, qui n’est pas requise
pour I’analyse du régime établi.
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